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Question 1 

(i)  ݀
ݔ݀

ሺݔ െ lnሺ1  ሻሻݔ ൌ 1 െ
1

1  ݔ
  B1 

  For ݔ  0, 
ଵ

ଵା௫
൏ 1  M1 

  Therefore 
ௗ

ௗ௫
ሺݔ െ lnሺ1  ሻሻݔ  0 for ݔ  0  A1 

  If ݔ ൌ ݔ ,0 െ lnሺ1  ሻݔ ൌ 0   

  Therefore ݔ െ lnሺ1  ሻ is positive for all positiveݔ  .ݔ B1 

     

  Therefore 
ଵ


െ ln ቀ1 

ଵ


ቁ  0 for all positive ݇.   

  So, 


1
݇



ୀଵ

  ln ൬1 
1
݇
൰



ୀଵ

 
B1 

 
ln ൬1 

1
݇
൰ ൌ ln ൬

݇  1
݇

൰ ൌ lnሺ݇  1ሻ െ ln ݇  M1 

  So, 

ln൬1 
1
݇
൰



ୀଵ

ൌ  lnሺ݇  1ሻ െ ln ݇



ୀଵ

ൌ lnሺ݊  1ሻ െ ln 1 
M1 

  Therefore, 


1
݇



ୀଵ

 lnሺ݊  1ሻ 
A1 

     

(ii)  ݀
ݔ݀

ሺݔ  lnሺ1 െ ሻሻݔ ൌ 1 െ
1

1 െ ݔ
  B1 

  For 0 ൏ ݔ ൏ 1, 
ଵ

ଵି௫
 1  M1 

  Therefore 
ௗ

ௗ௫
ሺݔ  lnሺ1 െ ሻሻݔ ൏ 0 for 0 ൏ ݔ ൏ 1.  A1 

  If ݔ ൌ ݔ ,0  lnሺ1 െ ሻݔ ൌ 0   

  Therefore ݔ  lnሺ1 െ ሻ is negative for 0ݔ ൏ ݔ ൏ 1.  B1 

     

  Therefore 
ଵ

మ
 ln ቀ1 െ

ଵ

మ
ቁ ൏ 0 for all ݇  1.   

  So, 


1
݇ଶ



ୀଶ

൏ െln ൬1 െ
1
݇ଶ
൰



ୀଶ

 
B1 

 
െln ൬1 െ

1
݇ଶ
൰ ൌ െln ቆ

݇ଶ െ 1
݇ଶ

ቇ ൌ െ lnሺ݇ െ 1ሻ  2 ln ݇ െ lnሺ݇  1ሻ 
M1 M1 
A1 

  So, 

െln ൬1 െ
1
݇ଶ
൰



ୀଶ

ൌ ln 2  ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ 
M1 A1 

  As ݊ → ∞, ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ → 0  B1 

  Therefore, 


1
݇ଶ

ஶ

ୀଵ

ൌ
1
1ଶ


1
݇ଶ

ஶ

ୀଶ

൏ 1  ln 2 
A1 

 

   



Question 1 

Note that the statement of the question requires the use of a particular method in both parts. 

(i)   

B1  Correct differentiation of the expression. 

M1  Consideration of the sign of the derivative for positive values of ݔ. 
A1  Deduction that the derivative is positive for all positive values of ݔ. 
B1  Clear explanation that ݔ െ lnሺ1  ሻ is positive for all positiveݔ  .ݔ

Note that answer is given in the question. 

B1  Use of ݔ ൌ
ଵ


 and summation. 

M1  Manipulation of logarithmic expression to form difference. 

M1  Attempt to simplify the sum (some pairs cancelled out within sum). 

A1  Clear explanation of result. 
Note that answer is given in the question. 

   

(ii)   

B1  Correct differentiation of the expression. 

M1  Consideration of the sign of the derivative for 0 ൏ ݔ ൏ 1. 
A1  Deduction that the derivative is negative for this range of values. 

B1  Deduction that ݔ  lnሺ1 െ  .ሻ is negative for this range of valuesݔ
B1  Use of ݔ ൌ

ଵ

మ
 and summation. 

M1  Expression within logarithm as a single fraction and numerator simplified. 

M1  Logarithm split to change at least one product to a sum of logarithms or one quotient as a 
difference of logarithms. 

A1  Complete split of logarithm to required form. 

M1  Use of differences to simplify sum. 

A1  ln 2 correct. 
B1  Correctly dealing with limit as ݊ → ∞. 

Note that answers which use ∞ as the upper limit on the sum from the beginning must 
have clear justification of the limit. Those beginning with  as the upper limit must have 
ln ݊ െ lnሺ݊  1ሻ correct in simplified sum. 

A1  Inclusion of ݇ ൌ 1 to the sum to reach the final answer. 
Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 2 

  ܤܥܣ∠ ൌ ߨ െ ߙ3 B1 

  ܤܣ
sinሺߨ െ ሻߙ3

ൌ
ݔ

sin ߙ
  M1 A1 

  sinሺߨ െ ሻߙ3 ൌ sin  ߙ3 B1 

 
∴ ܤܣ ൌ

ݔ sin ߙ3
sin ߙ

   

 
ൌ
ሺsinݔ ߙ cos ߙ2  cos ߙ sin ሻߙ2

sin ߙ
  M1 

 
ൌ
ሺsinݔ ߙ ൈ ሺ1 െ 2 sinଶ ሻߙ  cos ߙ ൈ 2 sin ߙ cos ሻߙ

sin ߙ
  M1 M1 

  ܤܣ ൌ ሺ3 െ 4 sinଶ  ݔሻߙ A1 

     

  ܧܦ ൌ ܤܣ െ ܧܤ െ ܧܦ or) ܦܣ ൌ ܤܦ െ  (ܧܤ B1 

  ܧܦ ൌ ܤܣ െ ܧܤ െ ଵ
ଶ
ܤܣ ൌ ଵ

ଶ
ܤܣ െ  ܧܤ  

  ܧܦ ൌ
ݔ
2
ሺ3 െ 4 sinଶ ሻߙ െ ݔ cos  ߙ2 B1 B1 

  ܧܦ ൌ
ݔ
2
൫ሺ3 െ 4 sinଶ ሻߙ െ 2ሺ1 െ 2 sinଶ ሻ൯ߙ ൌ

ݔ
2
  M1 M1 

A1 

     

  sinሺ∠ܧܥܨሻ ൌ
ா

௫
ൌ

ଵ

ଶ
, so ∠ܧܥܨ ൌ

గ


  B1  

M1 A1 

  Therefore ∠ܨܥܣ ൌ ߨ െ ߙ3 െ ቀగ
ଶ
െ ቁߙ2 െ

గ


ൌ

గ

ଷ
െ  ߙ M1 M1 

 
ܨܥܣ∠ ൌ

1
3
ሺߨ െ ሻߙ3 ൌ

1
3
 ܤܥܣ∠

So ܥܨ trisects the angle ܤܥܣ 
A1 

 

   



Question 2 

B1  Expression for ∠ܤܥܣ (may be implied by later working). 

M1  Application of the sine rule. 

A1  Correct statement. 

B1  Does not need to be stated as long as implied in working. 

M1  Use of sinሺܣ   .ሻ formulaܤ

M1  Use of double angle formula for sin. 

M1  Use of double angle formula for cos.  

A1  Simplification of expression. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Identification of this relationship between distances. (just ܦܤ െ  (is sufficient ܧܤ
B1  Correct expression substituted for the length of ܦܤ. 
B1  Correct expression substituted for the length of ܧܤ. 
M1  Use of double angle formula for cos. 

M1  Simplification of expression obtained. 

A1  Correct expression independent of ݔ. 
   

B1  Identification of a right angled triangle to calculate sinሺ∠ܧܥܨሻ. 
M1  Deduction that one of the lengths in sine of this angle is equal to ܧܦ. 
A1  Value of the angle (Degrees or radians are both acceptable). 

M1  Obtaining ∠ܧܥܤ ൌ
గ

ଶ
െ  ߙ2

M1  Use of ∠ܨܥܣ ൌ ܤܥܣ∠ െ ܧܥܤ∠ െ  .ܧܥܨ∠
A1  Expression to show that ∠ܨܥܣ ൌ

ଵ

ଷ
 .and conclusion stated ܤܥܣ∠

 

   



Question 3 

  ଼ܶ െ ܶ is the number of triangles that can be made using a rod of length 8 and 
two other, shorter rods. 

M1 

  If the middle length rod has length 7 then the other rod can be 1, 2, 3, 4, 5 or 6.  M1 

  If the middle length rod has length 6 then the other rod can be 2, 3, 4 or 5.   

  If the middle length rod has length 5 then the other rod can be 3 or 4.  M1 

  ଼ܶ െ ܶ ൌ 2  4  6.  A1 

     

  Assume that the longest of the three rods has length 7:  M1 

  If the middle length rod has length 6 then the other rod can be 1, 2, 3, 4 or 5.  M1 

  If the middle length rod has length 5 then the other rod can be 2, 3 or 4.   

  If the middle length rod has length 4 then the other rod must be 3.  M1 

  Therefore  ܶ െ ܶ ൌ 1  3  5.  A1 

  ଼ܶ െ ܶ ൌ ଼ܶ െ ܶ  ܶ െ ܶ ൌ 1  2  3  4  5  6.  A1 

     

  ଶܶ െ ଶܶିଵ ൌ 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ B1 

  ଶܶ െ ଶܶିଶ ൌ 1  2  3 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ B1 

     

  ସܶ ൌ 3. (The possibilities are ሼ1, 2, 3ሽ, ሼ1, 3, 4ሽ and ሼ2, 3, 4ሽ.)  B1 

  Substituting ݉ ൌ 2 into the equation gives  ସܶ ൌ
ଵ


ሺ2ሻሺ2 െ 1ሻሺ4 ൈ 2  1ሻ ൌ 3.   

  Therefore the formula is correct in the case ݉ ൌ 2.  B1 

  Assume that the formula is correct in the case ݉ ൌ ݇: 

ଶܶሺାଵሻ ൌ ଶܶ ݎ

ଶ

ୀଵ

 
M1 

 
ଶܶሺାଵሻ ൌ

ଵ


݇ሺ݇ െ 1ሻሺ4݇  1ሻ 

ଶ

ଶ
ሺ2݇  1ሻ   M1 

 
ଶܶሺାଵሻ ൌ




ሾ4݇ଶ െ 3݇ െ 1  12݇  6ሿ ൌ

ሺାଵሻ


ሺ݇ሻሺ4ሺ݇  1ሻ  1ሻ, which is a 

statement of the formula where ݉ ൌ ݇  1. 
M1 

  Therefore, by induction,  ଶܶ ൌ
ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉  1ሻ  A1 

     

  ଶܶ െ ଶܶିଵ ൌ 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻ.  M1 A1 

  Therefore  ଶܶିଵ ൌ
ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉  1ሻ െ ݉ሺ݉ െ 1ሻ.   

 
ଶܶିଵ ൌ

ଵ


݉ሺ݉ െ 1ሻሺ4݉ െ 5ሻ. (Or  ଶܶାଵ ൌ

ଵ


݉ሺ݉  1ሻሺ4݉ െ 1ሻ)  A1 

 

   



Question 3 

M1  Appreciation of the meaning of ଼ܶ െ ܶ. 

M1  Identify the number of possibilities for the length of the third rod in one case. 

M1  Identify the set of possible cases and find numbers of possibilities for each. 

A1  Clear explanation of the result. 
Note that answer is given in the question. 

M1  An attempt to work out  ܶ െ ܶ. 

M1  Correct calculation for any one defined case. 

M1  Identification of a complete set of cases. 

A1  Correct value for  ܶ െ ܶ. 

A1  Correct deduction of expression for ଼ܶ െ ܶ. 

B1  Correct expression. No justification is needed for this mark. 

B1  Correct expression. No justification is needed for this mark. 

B1  Correct justification that  ସܶ ൌ 3. Requires sight of possibilities or other justification. 
B1  Evidence of checking a base case. (Accept confirmation that ݉ ൌ 1 gives  ଶܶ ൌ 0 here.) 
M1  Application of the previously deduced result. 

M1  Substitution of formula for ݉ ൌ ݇ and the formula for the sum. 

M1  Taking common factor to give a single product. 

A1  Re‐arrangement to show that it is a statement of the required formula when ݉ ൌ ݇  1 
and conclusion stated. 

M1  Use of result from start of question. 

A1  Correct summation of 2  4 ⋯ 2ሺ݉ െ 1ሻ. 
A1  Correct formula reached (any equivalent expression is acceptable). 

 

   



Question 4 

(i) 

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ 

B1 
B1 

   

(ii)  ௗ

ௗ௫
ቀ ௫

ଵା௫మ
ቁ ൌ

൫ଵା௫మ൯ሺଵሻିሺ௫ሻሺଶ௫ሻ

ሺଵା௫మሻమ
, so stationary points when ݔ ൌ േ1. 

ݕ ൌ
௫

ଵା௫మ
 

B1 
B1 
M1 
A1 
A1 

   

 

ݕ ൌ ݃ሺݔሻ 

B1 
B1 
B1 
B1 

   

(iii) 

ݕ ൌ
௫

ଵି௫మ
 

B1 
B1 
B1 
B1 

   

 

ݕ ൌ ݄ሺݔሻ 

B1 
B1 
B1 
B1 
B1 



 

Question 4 

Penalise additional sections to graphs (vertical translations by േߨ) only on the first occasion 
providing that the correct section is present in later parts. 

B1  Correct shape. 

B1  Asymptotes ݕ ൌ
గ

ଶ
 and ݕ ൌ

ଷగ

ଶ
 shown. 

   

B1  Rotational symmetry about the point ሺ0,0ሻ. 
B1  Correct shape. 

M1  Differentiation to find stationary points. 

A1  Correct stationary points ‐ ൫േ1,േభ
మ
൯. (ݔ‐coordinates) 

A1  Correct ݕ‐coordinates. 
   

B1  Rotational symmetry about the point ሺ0,  .ሻߨ
B1  Correct shape. 

B1  Stationary points have same ݔ‐coordinates as previous graph. (Follow through incorrect 
stationary points in previous graph if consistent here). 

B1  Correct co‐ordinates for stationary points ‐ ൫േ1, ߨ േ arctan భ
మ
൯ 

   

B1  Correct asymptotes ݔ ൌ േ1. 
B1   .axis as an asymptote‐ݔ

B1  Middle section correct shape. 

B1  Outside sections correct shape. 

   

B1  Section for െ1 ൏ ݔ ൏ 1 correct shape. 
B1  ݄ሺെ1ሻ ൌ

గ

ଶ
. 

B1  ݄ሺ1ሻ ൌ
ଷగ

ଶ
. 

B1  Section for ݔ  1 correct with asymptote ݕ ൌ  .ߨ2
B1  Section for ݔ  െ1 correct with asymptote ݕ ൌ 0 or a rotation of ݔ  1 section about 

ሺ0,  .ሻߨ
 

   



Question 5 

(i)  tan ଵܵ ൌ tan ቀarctan
ଵ

ଶ
ቁ ൌ

ଵ

ଵାଵ
, so the formula is correct for ݊ ൌ 1.  B1 

  Assume that tan ܵ ൌ


ାଵ
:   

  ܵାଵ ൌ ܵ  arctan
ଵ

ଶሺାଵሻమ
.  M1 

 
tan ܵାଵ ൌ

ೖ
ೖశభ

ା
భ

మሺೖశభሻమ

ଵିቀ
ೖ

ೖశభ
ቁቀ

భ
మሺೖశభሻమ

ቁ
   M1 

  tan ܵାଵ ൌ
ଶሺାଵሻమାሺାଵሻ

ଶሺାଵሻయି
, which simplifies to 

tan ܵାଵ ൌ
ሺାଵሻ

ሺାଵሻାଵ
. 

M1 A1 

  Hence, by induction tan ܵ ൌ


ାଵ
.  A1 

     

  Clearly,  ଵܵ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶ
ቁ.  B1 

  Suppose that it is not true that ܵ ൌ arctan ቀ


ାଵ
ቁ for all values of ݊.  

Then there is a smallest positive value, ݇ such that ܵ ് arctan ቀ


ାଵ
ቁ. 

 

  Since ܵ  ܵିଵ, ܵିଵ ൌ arctan ቀ
ିଵ


ቁ and tan ܵ ൌ



ାଵ
, but ܵ ് arctan ቀ



ାଵ
ቁ 

ܵ െ ܵିଵ   .ߨ
M1 M1 

  However, ܵ െ ܵିଵ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶమ
ቁ ൏

గ

ଶ
, so this is not possible.  A1 

  Therefore ܵ ൌ arctan ቀ


ାଵ
ቁ.  A1 

     

(ii)  tan ߙ2 ൌ
ସమ

ସరିଵ
.  M1 A1 

  So, 
ଶ ୲ୟ୬ఈ
ଵି୲ୟ୬మ ఈ

ൌ
ସమ

ସరିଵ
  B1 

  Which simplifies to 2݊ଶ tanଶ ߙ െ ሺ1 െ 4݊ଶሻ tan ߙ െ 2݊ଶ ൌ 0  M1 A1 

  ሺtan ߙ  2݊ଶሻሺ2݊ଶ tan ߙ െ 1ሻ ൌ 0 A1 

  Since ߙ must be acute, tan  . cannot equal െ2݊ଶߙ B1 

  Therefore ߙ ൌ arctan ቀ
ଵ

ଶమ
ቁ.   

 
ߙ

ஶ

ୀଵ

ൌ lim
→ஶ

ܵ ൌ arctan 1 ൌ
ߨ
4
.  M1 A1 

 

   



Question 5 

B1  Confirmation that the formula is correct for ݊ ൌ 1. 
M1  Expression of ܵାଵ in terms of ܵ. 
M1  Use of tanሺܣ   .ሻ formulaܤ

M1  Simplification of fraction. 

A1  Expression of ܵାଵ to show that it matches result. 

A1  Conclusion stated. 

   

B1  Confirmation for ݊ ൌ 1. 
M1  Observation that ܵ െ ܵିଵ  0 
M1  Evidence of understanding that successive values of ݔ with the same value of tan  must ݔ

differ by ߨ. 
A1  Evidence of understanding that ܵ െ ܵିଵ cannot be sufficiently large for ܵ to be of the 

form arctan  .if ܵିଵ is ݔ
A1  Clear justification. 

   

M1  Identification of the relevant sides of the triangle (diagram is sufficient). 

A1  Correct expression for tan  .ߙ2
B1  Use of double angle formula. 

M1  Rearrangement to remove fractions. 

A1  Correct quadratic reached. 

A1  Quadratic factorised. 

B1  Irrelevant case eliminated (must be justified). 

M1  Sum expressed as limit of ܵ 
A1  Correct value justified. 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 6 

(i) 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

1

cosଶ൫గସ െ
௫
ଶ൯
  B1 

 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

1

൫cos గସ cos
௫
ଶ  sin గ

ସ sin
௫
ଶ൯
ଶ  B1 

 
secଶ ቀగ

ସ
െ ௫

ଶ
ቁ ൌ

2

൫cos ௫ଶ  sin ௫
ଶ൯
ଶ   

  ൫cos ೣ
మ
 sin ೣ

మ
൯
ଶ
≡ cosଶ ೣ

మ
 2 sin ೣ

మ
cos ೣ

మ
 sinଶ ೣ

మ
ൌ 1  sin   ݔ M1 

  Therefore, secଶ൫ഏ
ర
െ ೣ

మ
൯ ൌ

ଶ

ଵାୱ୧୬௫
  M1 A1 

     

  Therefore, 
ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫
ݔ݀ ൌ െ tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯  ܿ.  M1 A1 

     

(ii) 
Limits: 

ݔ ൌ ߨ → ݕ ൌ 0
ݔ ൌ 0 → ݕ ൌ  ߨ  

  ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ1   B1 

  sinሺߨ െ ሻݔ ൌ sin  ݔ B1 

  Therefore,  ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻݕ


గ ݂ሺsinሺߨ െ  ݕሻሻሺെ1ሻ݀ݕ  

   ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻݔ

గ
 ݂ሺsin   ݔሻ݀ݔ  

  So, 2 ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ ߨ  ݂ሺsin ݔሻ݀ݔ

గ
   M1 

   ሺsin݂ݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ
 ݂ሺsin ݔሻ݀ݔ
గ
    A1 

     

  
௫

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ


ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫
ݔ݀

గ
 , and applying the result from part (i):   

  
ଵ

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ ൣെ tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯൧


గ
ൌ ൫െ tan൫ିഏ

ర
൯൯ െ ൫െ tan൫ഏ

ర
൯൯ ൌ 2.  B1 

  
௫

ଵାୱ୧୬ ௫

గ
 ݔ݀ ൌ

గ

ଶ
ሺ2ሻ ൌ   ߨ B1 

     

(iii)  Consider  ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݕ Making the substitution .ݔ݀ ൌ ߨ െ  :ݔ  

   ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻଷݕ


గ ݂ሺsinሺߨ െ   ݕሻሻሺെ1ሻ݀ݕ M1 A1 

  So,  ଷ݂ሺsinݔ ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨ െ ሻଷݔ

గ
 ݂ሺsin  ݔሻ݀ݔ  

  Therefore,  ሺ2ݔଷ െ ଶሻ݂ሺsinݔߨ3 ሻݔ
గ
 ݔ݀ ൌ  ሺߨଷ െ ሻݔଶߨ3

గ
 ݂ሺsin  ݔሻ݀ݔ B1 

  
ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
 secସ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯

గ
   ݔ݀


ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
 secଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯  tanଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯

గ
 secଶ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯   ݔ݀

M1 

  
ଵ

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଵ

ସ
ቂെ2 tan൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯ െ

ଶ

ଷ
tanଷ൫ഏ

ర
െ ೣ

మ
൯ቃ


గ
ൌ

ସ

ଷ
   A1 

  And so, 
௫

ሺଵାୱ୧୬ ௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ

ଶగ

ଷ
  B1 

  Therefore, 
ଶ௫యିଷగ௫మ

ሺଵାୱ୧୬௫ሻమ
గ
 ݔ݀ ൌ ଷߨ ቀ

ସ

ଷ
ቁ െ ଶߨ3 ቀ

ଶగ

ଷ
ቁ ൌ െ

ଶ

ଷ
 .ଷߨ B1 

   



Question 6 

B1  Expression of secଶ  .in terms of any other trigonometric functions ߠ

B1  Correct use of a formula such as that for cosሺܣ   ሻ to obtain expression withܤ
trigonometric functions of ೣ

మ
. 

M1  Expanding the squared brackets. 

M1  Use of sin ݔ ≡ 2 sin
ଵ

ଶ
ݔ cos

ଵ

ଶ
and sinଶ ݔ

ଵ

ଶ
ݔ  cosଶ

ଵ

ଶ
ݔ ≡ 1 

A1  Fully justified answer. 
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Any multiple of tan൫ഏ
ర
െ ೣ

మ
൯. 

A1  Correct answer 

B1  Deals with change of limits correctly. AND 
Correctly deals with change to integral with respect to ݑ. 
Note that both these steps need to be seen – the correct result reached without evidence 
of these steps should not score this mark. 

B1  Use of sinሺߨ െ ሻݔ ൌ sin  (may be just seen within working) ݔ

M1  Grouping similar integrals. 

A1  Fully justified answer. 
Note that answer is given in the question. 

B1  Evaluation of the integral from (i) with the appropriate limits. 

B1  Use of result from (ii) to evaluate required integral. 

   

M1  Attempt to make the substitution. 

A1  Substitution all completed correctly. 

B1  Rearrange to give something that can represent the required integral on one side. 

M1  Use of secଶ ߠ ≡ 1  tanଶ  .within integral ߠ
A1  Correct evaluation of this integral. 

B1  Correct use of result from part (i). 

B1  Correct application of result deduced earlier to reach final answer. 

 

   



Question 7 

(i)  Most likely examples:  

ଶݔ  ൫ݕ േ ଶݎ√ െ ܽଶ൯
ଶ
ൌ ݔଶ and ൫ݎ േ ଶݎ√ െ ܽଶ൯

ଶ
 ଶݕ ൌ  ଶݎ

M1 M1 
A1 

  If ݎ ൏ ܽ then there cannot be two points on the circle that are a distance of 2ܽ 
apart and any two diametrically opposite points on ܥ must be a distance of 2ܽ 
apart. 

B1 

  If ݎ ൌ ܽ then the circle must be the same as ܥ, so there is not exactly 2 points 
of intersection. 

B1 

     

(ii)  The distances of the centre of ܦ from the centres of ܥଵ and ܥଶ are ඥݎଶ െ ܽଵଶ 
and ඥݎଶ െ ܽଶଶ. 

M1 A1 
B1 

  If the ݔ‐coordinate of the centre of ܦ is ݔ, then the ݕ‐coordinate is given by 
ଶݎ െ ܽଵଶ ൌ ଶݕ  ሺ݀  ଶݎ ሻଶ andݔ െ ܽଶଶ ൌ ଶݕ  ሺ݀ െ  ሻଶݔ

B1 B1 

  Therefore, ሺ݀  ሻଶݔ െ ሺ݀ െ ሻଶݔ ൌ ሺݎଶ െ ܽଵଶሻ െ ሺݎଶ െ ܽଶଶሻ  M1 

  ݔ4݀ ൌ ܽଶଶ െ ܽଵଶ and so ݔ ൌ
మమିభమ

ସௗ
.  M1 A1 

     

  Therefore, the ݕ‐coordinate of the centre of ܦ satisfies 

ଶݕ ൌ ଶݎ െ ܽଵଶ െ ቀ݀ 
మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 and ݕଶ ൌ ଶݎ െ ܽଶଶ െ ቀ݀ െ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 

B1 

 
So 2ݕଶ ൌ ଶݎ2 െ ܽଵଶ െ ܽଶଶ െ ቀ݀ 

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
െ ቀ݀ െ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
   

 
ଶݕ2 ൌ ଶݎ2 െ ܽଵଶ െ ܽଶଶ െ 2݀ଶ െ 2 ቀ

మమିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
    

 
So, ݕ ൌ ටݎଶ െ

భమାమమ

ଶ
െ ݀ଶ െ ቀమ

మିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
   

     

 
Therefore, ݎଶ െ

భమାమమ

ଶ
െ ݀ଶ െ ቀమ

మିభమ

ସௗ
ቁ
ଶ
 0  B1 

  ଶ݀ଶݎ16 െ 8ܽଵ
ଶ݀ଶ െ 8ܽଶ

ଶ݀ଶ െ 16݀ସ െ ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ  0 M1 M1 

  ଶ݀ଶݎ16  16݀ସ  8ܽଵ
ଶ݀ଶ  8ܽଶ

ଶ݀ଶ  ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ  

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ  ሺܽଶଶ െ ܽଵଶሻଶ െ ሺܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ M1 

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶሻଶ െ 4ܽଵଶܽଶଶ M1 

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶ െ 2ܽଵܽଶሻሺ4݀ଶ  ܽଵଶ  ܽଶଶ  2ܽଵܽଶሻ  

  ଶ݀ଶݎ16  ሺ4݀ଶ  ሺܽଵ െ ܽଶሻଶሻሺ4݀ଶ  ሺܽଵ  ܽଶሻଶሻ A1 

 

   



Question 7 

M1  Calculation that the distance between the centres of the circles must be √ݎଶ െ ܽଶ. 
M1  An example which shows that it is possible for at least one value of ݎ. 
A1  Example showing that it is possible for all ݎ  ܽ. 
B1  Statement that the two intersection points must be a distance 2ܽ apart. 
B1  Explanation that in the case ݎ ൌ ܽ it would have to be the same circle. 

   

M1  The line joining the centre of ܥଵ (or ܥଶ) and the radii to a point of intersection form a right 
angled triangle in each case. (one case) 

A1  Use of this to find the distance between centres of circles. 

B1  Applying the same to the other circle. 

B1  Expression relating the co‐ordinates and radii obtained from considering ܥଵ. 
B1  Expression relating the co‐ordinates and radii obtained from considering ܥଶ. 
M1  Elimination of ݕ from the equations. 

M1  Either expansion of squared terms or rearrangement to apply difference of two squares. 

A1  Expression for ݔ reached. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Substitution to find expression for ݕ‐coordinate. 
Note that any expression for ࢟ in terms of ࢇ ,࢘ ,ࢊ and ࢇ is sufficient, but it must be 

expressed as ࢟ ൌ ⋯, not ࢟ ൌ ⋯. 

B1  Observation that ݕଶ must be positive. 

  Alternative mark scheme for this may be required once some solutions seen. 

M1  Attempt to rearrange the inequality to get 16ݎଶ݀ଶ on the left. 
M1  Reach a point symmetric in ܽଵ and ܽଶ. 
M1  Reach a combination of squared terms. 

M1  Apply difference of two squares to simplify. 

A1  Reach the required inequality. 
Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 8 

(i)  Let ࢇ be the vector from the centre of ܥଶ to ܲ.   

  Using similar triangles, the vector from the centre of ܥଵ to ܲ is 
భ
మ
 .ࢇ M1 A1 

  Therefore 
భ
మ
ࢇ െ ࢇ ൌ ࢞ െ  , since these are both expressions for the vector࢞

from the centre of ܥଵ to the centre of ܥଶ. 
M1 

  So ࢇ ൌ
మ

భିమ
ሺ࢞ െ  ሻ࢞ A1 

  The position vector of ܲ is ࢞ 
మ

భିమ
ሺ࢞ െ ሻ࢞ ൌ

భ࢞ିమ࢞
భିమ

  M1 A1 

     

(ii)  The position vectors of ܳ and ܴ will be 
య࢞ିభ࢞
యିభ

 and 
మ࢞ିయ࢞
మିయ

.  B1 

  Therefore, 

ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
య࢞ିభ࢞
యିభ

െ
భ࢞ିమ࢞
భିమ

ൌ
ሾభሺభିమሻሿ࢞ሾభሺయିభሻሿି࢞ሾయሺభିమሻାమሺయିభሻሿି࢞

ሺయିభሻሺభିమሻ
 

M1 A1 

  ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
భ

ሺయିభሻሺభିమሻ
ሺ࢞ሾݎଷ െ ଶሿݎ  ଵݎሾ࢞ െ ଷሿݎ  ଶݎሾ࢞ െ   ଵሿሻݎ M1 A1 

  Similarly, ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ
య

ሺమିయሻሺయିభሻ
ሺ࢞ሾݎଷ െ ଶሿݎ  ଵݎሾ࢞ െ ଷሿݎ  ଶݎሾ࢞ െ  ଵሿሻݎ M1 A1 

M1 A1 

  Since they are multiples of each other the points ܲ, ܳ and ܴ must lie on the 
same straight line. 

B1 

     

(iii)  ܳ lies halfway between ܲ and ܴ if ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܳሬሬሬሬሬԦ  B1 

  Therefore 
భ

ሺయିభሻሺభିమሻ
ൌ

య
ሺమିయሻሺయିభሻ

  M1 

  So, ݎଵሺݎଶ െ ଷሻݎ ൌ ଵݎଷሺݎ െ  ଶሻݎ  

  Which simplifies to ݎଵݎଶ  ଷݎଶݎ ൌ  ଷݎଵݎ2 M1 A1 

 

   



Question 8 

M1  Identification of similar triangles within the diagram. 

A1  Relationship between the two vectors to ܲ. 
M1  Equating two expressions for the vector between the centres of the circles. 

A1  Correct simplified expression. 

M1  Calculation of vector from centre of one circle to ܲ. 
A1  Correct position vector for ܲ. 

Note that answer is given in the question. 

   

B1  Identifying the correct vectors for the foci of the other pairs of circles. 

M1  Expression for vector between any two of the foci. 

A1  Terms grouped by vector. 

M1  Simplification of grouped terms. 

A1  Extraction of common factor. 

M1 
A1 
M1 
A1 

Expression for a vector between a different pair of foci. 
Award marks as same scheme for previous example, but award all four marks for the 
correct answer written down as it can be obtained by rotating 1, 2 and 3 in the previous 
answer. 

B1  Statement that they lie on a straight line. 

   

B1  Statement that the two vectors must be equal. 

M1  Reduction to statement involving only ݎ terms. 

M1  Attempt to simplify expression obtained (if necessary). 

A1  Any simplified form. 

 

   



Question 9 

(i)  Taking moments about ܣ:   

  ܯ ൌ 3݉݃ܽ sinሺ30   ሻߠ M1 A1 

  ܯ ൌ 5݉݃ܽ sinሺ30 െ  ሻߠ M1 A1 

  ܯ ൌ ܯ   B1 

  5݉݃ܽሺcos 30 sin ߠ  cos ߠ sin 30ሻ ൌ 3݉݃ܽሺcos 30 sin ߠ െ cos ߠ sin 30ሻ  M1 

 
5ቆ

√3
2
sin ߠ 

1
2
cos ቇߠ ൌ 3ቆ

√3
2
sin ߠ െ

1
2
cos  ቇߠ A1 

  Therefore 

4√3 sin ߠ ൌ cos  ߠ
A1 

  Either 
Use sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1 and justify choice of positive square root. 
Or 

Draw right angled triangle such that tan ߠ ൌ
ଵ

ସ√ଷ
 and calculate the length of the 

hypotenuse. 

M1 

  sin ߠ ൌ
ଵ


   A1 

     

(ii)  Let ݄ଵ be the vertical distance of ܤ below ܣ. 
Let ݄ଶ be the vertical distance of ܥ below ܣ. 

 

  ݄ଵ ൌ ܽ sin ቀ
గ

ଷ
െ ቁߠ ൌ

ଵଵ

ଵସ
ܽ   M1 M1 

A1 

  ݄ଶ ൌ ܽ sin ቀ
గ

ଷ
 ቁߠ ൌ

ଵଷ

ଵସ
ܽ   M1 A1 

  If ܺ is the centre of mass of the triangle: 

ܺܣ ൌ ݄ ൌ
ଷభାହమ

଼
ൌ



଼
ܽ  

M1 A1 

  Conservation of energy: 
ଶݒ4݉  8݉݃. 2݄ for complete revolutions. 

M1 A1 

 
Therefore ݒ ൌ ට

ଶ
.  A1 

 

   



Question 9 

M1  Attempt to find the moment of ܤ about ܣ. 
A1  Correct expression for moment (sinሺ30  ሻ may be replaced by cosሺ60ߠ െ  .(ሻߠ
M1  Attempt to find the moment of ܥ about ܣ. 
A1  Correct expression for moment (sinሺ30 െ ሻ may be replaced by cosሺ60ߠ   .(ሻߠ
B1  Correct statement that these must be equal. 

M1  Use of sinሺܣ േ ܣሻ or cosሺܤ േ  .ሻ formulaeܤ

A1  Correct values used for sin 30 and cos 30. 
A1  Correctly simplified. 

M1  Use of a correct method to find the value of sin  .ߠ
A1  Fully justified solution. If using right angled triangle method then choice of positive root not 

needed, if choice of positive root not given when applying sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1 method 
then M1 A0 should be awarded. 
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Attempt to find ݄ଵ. 
M1  Correctly deal with sine or cosine term. 

A1  Correct value. 

M1  Attempt to find ݄ଶ. 
A1  Correct value. 

M1  Combine two values to obtain distance of centre of mass from ܣ. 
A1  Correct value 

M1  Apply conservation of energy. 

A1  Correct inequality. 

A1  Correct minimum value. 

 

   



Question 9 Alternative part (i) 

(i)  Let ܺ be the centre of mass of the triangle and let the distance ܺܥ be ݀.   

  Taking moments about ܺ: 
5݉݃݀ cos ߠ ൌ 3݉݃ሺܽ െ ݀ሻ cos ߠ

M1 A1 

  Therefore 5݀ ൌ 3ሺܽ െ ݀ሻ, so ݀ ൌ య
ఴ
ܽ.  A1 

  ܺ must lie on ܥܤ and ∠ܺܥܣ ൌ 30 െ  .ߠ B1 

 
sinሺ30 െ ሻߠ ൌ

ଷ
଼ܽ cos ߠ

ܽ
  M1 

  sin 30 cos ߠ  cos 30 sin ߠ ൌ ଷ
଼
cos  ߠ M1 

  ୡ୭ୱఏ

଼
ൌ √ଷ ୱ୧୬ ఏ

ଶ
.  A1 

  Therefore cos ߠ ൌ 4√3 sin and so cosଶ ߠ ߠ ൌ 48 sinଶ  ߠ M1 

  sinଶ ߠ ൌ
ଵ

ସଽ
, and so (since ߠ is acute) sin ߠ ൌ

ଵ


.  M1 A1 

 

M1  Taking moments. 

A1  Correct equation. 

A1  Correct relationship between ݀ and ܽ. 
B1  Identification that ܺ lies on ܥܤ and calculation of ∠ܺܥܣ. 
M1  Use of sine of identified angle. 

M1  Use of sinሺܣ െ  .ሻ formulaܤ

A1  Direct relationship between sin and cos ߠ  .ߠ
M1  Rearrangement and squaring both sides. 

M1  Applying sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1. 
A1  Final answer (choice of positive root must be explained). 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 10 

  If the length of string from the hole at any moment is ݈, then 
ௗ

ௗ௧
ൌ െܸ.  B1 

  The distance, ݔ, from the point beneath the hole satisfies, ݄ଶ  ଶݔ ൌ ݈ଶ.  B1 

  Therefore 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ

ௗ

ௗ௧
ቀሺ݈ଶ െ ݄ଶሻ

భ
మቁ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ݈ଶ െ ݄ଶሻି

భ
మ ൈ 2݈

ௗ

ௗ௧
.  M1 A1 

  ௗ௫

ௗ௧
ൌ െ݈ܸሺ݈ଶ െ ݄ଶሻି

భ
మ ൌ െܸ ൈ



௫
, and 



௫
ൌ cosec  ߠ M1 

  Therefore, the speed of the particle is ܸ cosec  .ߠ A1 

     

  Acceleration: 
ௗ

ௗ௧
ሺܸ cosec ሻߠ ൌ െܸ cosec ߠ cot ߠ ൈ

ௗఏ

ௗ௧
  M1 A1 

  sin ߠ ൌ
௫


, so cos ߠ

ௗఏ

ௗ௧
ൌ

ሺି ୡ୭ୱୣୡ ఏሻି ୱ୧୬ ఏሺିሻ

మ
ൌ

൫ୱ୧୬మ ఏିଵ൯

 ୱ୧୬ఏ
  M1 

  Therefore 
ௗఏ

ௗ௧
ൌ െ




cot  ߠ A1 

  The acceleration is 
మ

 ୱ୧୬ ఏ
cotଶ  ߠ M1 

  Since ݈ ൌ ݄ sec  the acceleration can be written as ,ߠ
మ


cotଷ  .ߠ M1 A1 

     

  Horizontally: 

ܶ sin ߠ ൌ
మ


cotଷ ܶ so ,ߠ ൌ

మ


cotଷ ߠ cosec  ߠ

M1 M1 
A1 

     

  The particle will leave the floor when ܶ cos ߠ ൌ ݉݃  M1 A1 

  మ


cotସ ߠ ൌ ݉݃ and so tanସ ߠ ൌ

మ


  M1 A1 

 

   



Question 10 

B1  An interpretation of ܸ in terms of other variables (including any newly defined ones). 

B1  Any valid relationship between the variables. 

M1  Differentiation to find horizontal velocity. 

A1  Correct differentiation. 

M1  Attempt to eliminate any introduced variables. 

A1  Correct result. 
Answers which make clear reference to the speed of the particle in the direction of the 
string being V. 

   

M1  Differentiation of speed found in first part. 

A1  Correct answer. 

M1  Attempt to differentiate to find an expression for 
ௗఏ

ௗ௧
. 

A1  Correct answer. 

M1  Substitution to find expression for acceleration. 

M1  Relationship between required variables and any extra variables identified. 

A1  Substitution to give answer in terms of correct variables. 

   

M1  Horizontal component of tension. 

M1  Application of Newton’s second law. 

A1  Correct answer. 

   

M1  Vertical component of tension found. 

A1  Identification that particle leaves ground when tension is equal to the mass. 

M1  Substitution of their value for ܶ. 
A1  Rearrangement to give required result. 

Note that answer is given in the question. 

 

   



Question 11 

(i)  ݔሺܣ െ ܽ cos ߠ , ܽ sin  ሻߠ B1 B1 

  Differentiating: ൫ݔሶ െ ܽሺെ sin ሶߠሻߠ , ܽሺcos  ሶ൯ߠሻߠ M1 

  Since ܤ is moving with velocity ݒ and is at the point ሺݔ, 0ሻ at time ݔ ,ݐሶ ൌ  :ݒ  

  Velocity of ܣ is ൫ݒ  ሶߠܽ sin ߠ , ሶߠܽ cos  .൯ߠ A1 

     

(ii)  Initial momentum was ݉ݑ (horizontally).  M1 

  Horizontal velocity of ܥ will be the same as that of ܣ, so horizontally the total 
momentum is given by ݉ݒ  2݉൫ݒ  ሶߠܽ sin  ൯ߠ

M1 

  Therefore 3ݒ  ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ  .ݑ A1 

     

  Initial energy was 
ଵ

ଶ
 ଶݑ݉ M1 

  Total energy is 
ଵ

ଶ
ଶݒ݉  2 ൬

ଵ

ଶ
݉ ቀ൫ݒ  ሶߠܽ sin ൯ߠ

ଶ
 ൫ ሶߠܽ cos ൯ߠ

ଶ
ቁ൰  M1 A1 

  Therefore ݑଶ ൌ ଶݒ  2൫ݒଶ  ሶߠݒ2ܽ sin ߠ  ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ  ܽଶߠሶ ଶ cosଶ  ൯ߠ M1 

  So ݑଶ ൌ ଶݒ3  ሶߠݒ4ܽ sin ߠ  2ܽଶߠሶ ଶ   

  Substituting ݒ ൌ
௨ିଶఏሶ ୱ୧୬ ఏ

ଷ
 gives 

ଶݑ3 ൌ ൫ݑ െ ሶߠ2ܽ sin ൯ߠ
ଶ
 ሶߠ4ܽ sin ߠ ൫ݑ െ ሶߠ2ܽ sin ൯ߠ  6ܽଶߠሶ ଶ 

M1 

   6ܽଶߠሶ ଶ ൌ ଶݑ3 െ ଶݑ  ሶߠݑ4ܽ sin ߠ െ 4ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ െ ሶߠݑ4ܽ sin ߠ  8ܽଶߠሶ ଶ sinଶ  ߠ  

  6ܽଶߠሶ ଶ െ 4ܽଶߠሶ ଶ sinଶ ߠ ൌ  ଶݑ2  

  So, ߠሶ ଶ ൌ
௨మ

మሺଷିଶ ୱ୧୬మ ఏሻ
.  A1 

     

(iii)  ሶߠ ଶ  0, so there can only be an instantaneous change of direction in which ߠ 
varies at a collision. Since the first collision will be when ߠ ൌ 0, the second 
collision must be when ߠ ൌ  .ߨ

B1 
B1 

     

(iv)  Since horizontal momentum must be ݉ݒ ,ݑ ൌ 0 ⟹ ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ  .ݑ B1 

  The KE of ܣ must be 
ଵ

ସ
 ଶ, soݑ݉

ଵ

ଶ
݉ܽଶߠሶ ଶ ൌ

ଵ

ସ
 ଶݑ݉ B1 

   
ଵ

ଶ
݉ܽଶߠሶ ଶ ൌ ݉ܽଶߠሶ ଶ sinଶ  ߠ  

  sinଶ ߠ ൌ
ଵ

ଶ
, so ߠ ൌ

గ

ସ
 or 

ଷగ

ସ
  M1 A1 

  ሶߠ takes these values and ߠ is only 0 when ݒ  is positive as ݒ would need a non‐
zero value to satisfy 3ݒ  ሶߠ2ܽ sin ߠ ൌ ሶߠ if ݑ  is negative. (The relationship is still 
true since collisions are elastic). 

B1 

 

   



Question 11 

B1  Horizontal component. 

B1  Vertical component. 

M1  Differentiation. 

A1  Complete justification, including clear explanation that ݔሶ ൌ  .ݒ
Note that answer is given in the question. 

   

M1  Statement that momentum will be conserved. 

M1  Identification that horizontal momentum of ܣ and ܥ will be equal. 
A1  Correct equation reached. 

Note that answer is given in the question. 

M1  Statement that energy will be conserved. 

M1  Use of symmetry to obtain energy of ܥ (accept answers which simply double the energy of 
 .(rather than stating the vertical velocity in opposite direction ܣ

A1  Correct relationship. 

M1  Use of sinଶ ߠ  cosଶ ߠ ≡ 1. 
M1  Substituting the other relationship to eliminate ݒ. 
A1  Correct equation reached. 

Note that answer is given in the question. 

   

B1  Correct value of ߠ. 
B1  Answer justified. 

   

B1  First equation identified. 

B1  Second equation identified. 

M1  Solving simultaneously to find ߠ. 
A1  Correct values for ߠ. 
B1  Justified answer that ݒ is not always 0 when ߠ takes these values. 
 

   



Question 12 

(i)  If a tail occurs then player ܤ must always win before ܣ can achieve the 
sequence required. Therefore the only way for ܣ to win is if both of the first 
two tosses are heads. 

B1 

  After the first two tosses are heads it does not matter if more tosses result in 
heads as the first time tails occurs ܣ will win. 

B1 

  The probability that ܣ wins is therefore 
ଵ

ଶ
ൈ

ଵ

ଶ
ൌ

ଵ

ସ
  B1 

     

(ii)  As before, after ܪܪ, only ܣ can win.  B1 

  Similarly, after ܶܶ, only ܥ can win.  B1 

  In all other cases for the first two tosses only ܤ and ܦ will be able to win.  M1 

  The probabilities for ܤ and ܦ to win must be equal.  M1 

  The probability of winning is 
ଵ

ସ
 for all of the players.  A1 

     

(iii)  If the first two tosses are ܶܶ then ܥ must win (as soon as a ܪ occurs), so the 
probability is 1. 

B1 

  After ܶܪ: 
 will win the ܥ s to win, butܪ needs two ܤ must win if the next toss is a ܶ as ܥ
next time an ܪ occurs. 

M1 

  If the next toss is ܪ, then the position is as if the first two tosses had been ܶܪ, 
and so the probability that ܥ wins from this point is ݍ. 

M1 

  Therefore,  ൌ
ଵ

ଶ
ൈ 1 

ଵ

ଶ
ൈ  ݍ A1 

     

  After ܪܪ: 
If the next toss is ܪ then ܥ will win with probability ݎ. 

 

  If the next toss is ܶ then ܥ will win with probability .  M1 

  Therefore ݎ ൌ
ଵ

ଶ
ݎ 

ଵ

ଶ
 and so , ൌ  .ݎ A1 

     

  After ܶܪ: 
If the next toss is ܪ then player ܤ wins immediately. 

 

  If the next toss is ܶ then ܥ will win with probability .  M1 

  Therefore ݍ ൌ
ଵ

ଶ
 . A1 

     

  Solving the two equations in  and ݍ, gives  ൌ
ଶ

ଷ
ݍ , ൌ

ଵ

ଷ
   

  From the third equation ݎ ൌ
ଶ

ଷ
  M1 A1 

     

  The probability that ܥ wins is 
ଵ

ସ
ቀ1 

ଶ

ଷ


ଵ

ଷ


ଶ

ଷ
ቁ ൌ

ଶ

ଷ
  M1 A1 

 

   



Question 12 

B1  Identifying that ܣ cannot win once a tail has been tossed. 
B1  Identifying that ܣ must win once the first two tosses have been heads. 

B1  Showing the calculation to reach the answer. 
Note that answer is given in the question. 

   

B1  Recognising that the situation is unchanged for player ܣ. 
B1  Recognising that the same logic applies to player ܥ. 
M1  All other cases lead to wins for one of the remaining players. 

M1  Recognising that the probabilities must be equal. 

A1  Correct statement of the probabilities. 
If no marks possible by this scheme award one mark for each probability correctly 
calculated with supporting working. All four calculated scores 5 marks. 

   

B1  Explanation that probability must be 1. 
M1  Explanation of the case that the next toss is ܶ. 

This mark and the next could be awarded for an appropriate tree diagram. 

M1  Explanation of the case that the next toss is ܪ. 
A1  Justification of the relationship between  and ݍ. 

Note that answer is given in the question. 

   

M1  Consideration of one case following ܪܪ. 
This mark could be awarded for an appropriate tree diagram. 

A1  Establishment of the relationship. 

   

M1  Consideration of one case following ܶܪ. 
This mark could be awarded for an appropriate tree diagram. 

A1  Establishment of the relationship. 

   

M1  Attempt to solve the simultaneous equations. 

A1  Correct values for ݍ , and	ݎ. 
M1  Attempt to combine probabilities to obtain overall probability of win. 

A1  Correct probability. 

 

   



Question 13 

(i)  ܥ ൌ
ݕ݇  ܽሺܺ െ 	ሻݕ for	ܺ  ݕ

ݕ݇ for	ܺ  ݕ
  B1 

 
ሻܥሺܧ ൌ ݕ݇  ܽන ሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻݕ

ஶ

௬
 

M1 M1 
A1 

  Use the substitution ݑ ൌ ݔ െ  :in the integral ݕ  

 
න ሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻݕ
ஶ

௬
ൌ ݁ିఒ௬ න ݑఒ௨݀ି݁ߣݑ

ஶ


  B1 

 
න ݑఒ௨݀ି݁ߣݑ
ஶ


ൌ ൣെି݁ݑఒ௨൧



ஶ
 න ݁ିఒ௨݀ݑ

ஶ


ൌ ቂെି݁ݑఒ௨ െ ଵ

ఒ
݁ିఒ௨ቃ



ஶ
ൌ ଵ

ఒ
  M1 

  Therefore ܧሺܥሻ ൌ ݕ݇ 


ఒ
݁ିఒ௬.  A1 

     

  ௗ

ௗ௬
ሺܧሺܥሻሻ ൌ ݇ െ ܽ݁ିఒ௬, so the stationary point occurs when ݕ ൌ

ଵ

ఒ
ln




.  M1 A1 

  If 



 1 then choose ݕ ൌ

ଵ

ఒ
ln




 as it is positive.   

  If 



 1 then choose ݕ ൌ 0 as the minimum occurs at a negative value of ݕ.  B1 

     

(ii) 
ଶሻܥሺܧ ൌ ݇ଶݕଶ  න ݔሺݕ2ܽ݇ െ ఒ௫ି݁ߣሻݕ  ܽଶሺݔ െ ݔఒ௫݀ି݁ߣሻଶݕ

ஶ

௬
  M1 A1 

  Use the substitution ݑ ൌ ݔ െ  :in the integral ݕ  

 
݈ܽݎ݃݁ݐ݊ܫ ൌ ݁ିఒ௬ න ఒ௨ି݁ߣݑݕ2ܽ݇  ܽଶݑଶି݁ߣఒ௨݀ݔ

ஶ


  B1 

  Applying integration done before: 

න ݔఒ௨݀ି݁ߣݑݕ2ܽ݇
ஶ


ൌ
ݕ2ܽ݇
ߣ

 
 

  Using integration by parts: 

 ܽଶݑଶି݁ߣఒ௨݀ݔ
ஶ
 ൌ ൣെܽଶݑଶ݁ିఒ௨൧



ஶ
 

ଶమ௨ఒషഊೠ

ఒ
ݔ݀

ஶ
   

M1 A1 

  and, applying the integration already completed, 


ଶమ௨షഊೠ

ఒ
ݔ݀

ஶ
 ൌ

ଶమ

ఒమ
. 

 

  Therefore ܧሺܥଶሻ ൌ ݇ଶݕଶ 
ଶ௬

ఒ
݁ିఒ௬ 

ଶమ

ఒమ
݁ିఒ௬.  A1 

  Varሺܥଶሻ ൌ ଶሻܥሺܧ	 െ  ሻଶܥሺܧ	 M1 

  Varሺܥଶሻ ൌ ݇ଶݕଶ 
ଶ௬

ఒ
݁ିఒ௬ 

ଶమ

ఒమ
݁ିఒ௬ െ ቀ݇ݕ 



ఒ
݁ିఒ௬ቁ

ଶ
.   

  Varሺܥଶሻ ൌ
మ

ఒమ
൫2݁ିఒ௬ െ ݁ିଶఒ௬൯.  A1 

     

  ݀
ݕ݀

൫Varሺܥଶሻ൯ ൌ
2ܽଶ

ߣ
݁ିఒ௬൫݁ିఒ௬ െ 1൯  M1 

  For ݕ  0, 
ௗ

ௗ௬
൫Varሺܥଶሻ൯ ൏ 0, so the variance decreases as ݕ increases.  A1 

 

   



Question 13 

B1  Statement of random variable. 

M1  Any correct term in expectation (allow ݇ݕ multiplied by an attempt at the probability for 
not needing any extra costs). 

M1  Correct integral stated (allow െݕ missing). 

A1  Fully correct statement. 

  May be altered to accommodate other methods once solutions seen. 

B1  Substitution performed correctly. 

M1  Integration by parts used to calculate integral. 

A1  Correctly justified solution. 
Note that answer is given in the question. 

M1  Differentiation to find minimum point. 

A1  Correct identification of point. 

B1  Both cases identified with the solutions stated. 

   

M1  Attempt at ܧሺܥଶሻ (at least two terms correct). 

A1  Correct statement of ܧሺܥଶሻ. 
B1  Substitution performed correctly. 

M1  Applying integration by parts. 

A1  Correct integration. 

A1  Correct expression for ܧሺܥଶሻ. 
M1  Use of Varሺܥଶሻ ൌ ଶሻܥሺܧ െ  ሻଶܥሺܧ	
A1  Correct simplified form for Varሺܥଶሻ 
M1  Differentiation of Varሺܥଶሻ. 
A1  Correct interpretation. 

Note that answer is given in the question. 

 

 


